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RESUMEN
Sea A el operador definido por la tema {H, V; ((,))}donde H, V son espacios de Hilbert, la
inmersión de Ven H es densa y compacta, Consideramos el problema:
u" (t)+ M (IAa u(t ~2)AP u (I)=/(t)
u(O)=uo,u'(O)=Uj. (*)
Se prueba la existencia de solución local para la ecuación tipo Kirchhoff (*), para todo
a, j3 números reales tales que a> OY fJ >o.
INTRODUCCIÓN
Sea n un abierto de 9tn con frontera regular; Q el cilindro nx [O,T10< T < 00, con frontera
lateral I. La siguiente ecuación diferencial parcial no-lineal,
u=O
u(x, 0)= Uo (x), u I (x, 0)= u¡ (x)
en L:
en n
es conocida como la ecuación casi lineal de Kirchhoff, que tiene su motivación física en el
estudio de las vibraciones de pequeña amplitud de una cuerda fija en sus extremos y
cuando la dependencia de la tensión no puede dejarse de lado en el modelo.
El caso M (s)= s, fué propuesto por Lions [9]. Resultados sobre el problema de Kirchhoff
para diferentes condiciones para la función M, el abierto n, la dimensión n y los datos
iniciales, pueden encontrarse por ejemplo, en las referencias [3], [4], [12], [11], [9]. En
particular, en la referencia [9], J.L. Lions estudia el problema de Kirchhoff en un contexto
mas amplio y abstracto, planteando la ecuación:
(**)
donde A representa un operador auto-adjunto, positivo de un espacio de Hilbert H y A 1/ 2
representa su raíz cuadrada.
Para el caso de la ecuación (**), se tienen las referencias [1], [9], [5], [13]. En
particular en [11], L.A. Medeiros-M.Milla Miranda demuestran que SI
u O E D (A 3/4 ) u 1 E D (A 1/4 h f E L 2 (o, T ; D (A 1/4 ), entonces existe una solución local
débil al problema de Cauchy asociado a (**).
En el presente trabajo estudiamos una clase de ecuaciones de tipo Kirchhoff de la
forma:
que incluye como caso particular el problema estudiado en [9] (a = 1/2 Y j3 = 1).
PRELIMINARES
Sean (v,((,)));(H,(,)) espacios de Hilbert, la inmersión de V en H densa y compacta. Sea
también A el operador definido por la terna {V, H; ((,))}.
Entonces, D(A) es un subespacio denso en H, A es un operador no-acotado auto-
adjunto y positivo de H, con espectro discreto;
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{WJes un sistema ortonormal completo de H de modo que:
co
Au = L Av (u, w v) w v' V U E D (A).
v = I
Asímismo para todo a> O,el operador A a está bien definido
el)
Aau = IA~(u, Wu )Wu' Vu E D(Aa}
u=l
Haciendo:
2 2 I,A a u 12
11u Ila = 1u 1 +! I
se tiene que (D (Aa 111 !la) es un espacio de Hilbert y que la dimensión de D(Aa) en H es
compacta.
Si ,B> a ~O,entonces la inmersión de D (A ¡J ) en D (A a) es también compacta.
Además se tiene que los operadores A-a son compactos con D(A-a )=H y definidos por:
VUEH.
En todo el trabajo, la función M, verifica las siguientes condiciones:
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Usamos la notación
TEOREMA DE EXISTENCIA 1
Sea a > fJ /2, u O E (D (A n )) U 1 E (D (A E )), f E L 2 (O,T ; D (A n ))
donde:
n = Max{(4a+p)/4,P/2} y 5=(4a-p)/4,
entonces existe un Total que 0< t; <T Y una función vectorial u: [O,T ] ~ D (A n
satisfaciendo las siguientes condiciones:
en el sentido de D' (O,To), para todo v E D(An ).
Demostración:
Sea {wu} el sistema ortonormal completo de H formado por los vectores propios del
operador A.
v'" = [w¡ , .... , w",]
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tal que:
(5)
(6)
ESTIMA TIVA 1. Haciendo v =2AY U~ (t) donde r =2a - ¡J,en el problema
aproximado, obtenemos:
Integrando de Oa t.
I r /2 12 (, a ,2 JlA u J m + M lA u O m: s e .
Entonces, utilizando el lema de Gronwall y las convergencias en (5) y (6), obtenemos que:
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Donde e ahora y en lo que sigue representa constantes que son independientes de m y t.
Luego por la condición M 2 se tiene que:
(8)
ESTIMATIVA 2. Haciendo v=2A2s u~ (t) en el problema aproximado, obtenemos:
:t ~A" u ~ (tr +M~AaUm(tr)W+2E)1 2Um(tn=(Aa ¡(t),AE u ~ (t))+
-2M'~Aa um (tOAU u ~ (t))jAVJ+2E)/2 Um (tr "lA" ¡(tr +IAEu ~ (tj2 +
ClAc u ~ (t)IIA(P+2c)/2 Um (tf .
Sea:
Integrando de O a t, teniendo en cuenta (5), (6) Y la estimativa (8), obtenemos una
desigualdad de la forma:
ip (t)s e + e S: ip (s )ds + e s: ip 2 (s )ds .
Luego, existe To > 0, tal que:
cp(t)::;; e
Por tanto:
(9)
(lO)
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ESTIMATIVA 3. Haciendo v=2u~(t), en el problema aproximado obtenemos:
:t {I u ~ (tf +M(IAa »; (tf) IAP/2 u", (tf} = (¡(t), u ~ (t)) +
+M' (IAa »: (tf)(Aa »; (t), Aa U ~ (t))IAP/2 »; (tf s I f(tt
+Iu~(tf +cIAPl2um(tf·
donde hemos tenido en cuenta que:
Sea:
Entonces, integrando de O a t, teniendo en cuenta (5), (6) Y las estimativas (9) y (10),
obtenemos una desigualdad de la forma:
rp 1 (t) ~ e + e t tp 1 (s) ds
Por el lema de Gronwall, obtenemos:
\::ftE [o,Tol
Luego
(11)
(u ~) está acotada en Loo (O, r; H) (12)
Con las estimativas obtenidas y procediendo como en la referencia [11], se deduce
que existe una función u que verifica las condiciones del teorema 1.
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TEOREMA DE EXISTENCIA 2
Sea 05,a</3/4,uo E D(A(2a+,B)/2), UjED(Aa) fE L2(0,T;D(Aa)). Entonces
existe un r; tal que 0< t; < T Y una función vectorial u : [O, T J---+ D (Aa satisfaciendo las
siguientes condiciones:
(13)
(14)
en el sentido de D' (o,To),para todo VED (Aa ).
Demostración :
Como en el teorema 1, sea {wv} el sistema orto normal completo de H, formado por los
vectores propios del operador A.
tal que:
(16)
en (17)
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ESTIMATIVA 1. Haciendo u=2Ar um(t) donde y=2a - f3 en el problema aproximado,
obtenemos:
:, {lAr /2 U~(t~2 +M(IAa um(tn}~2(Ar /2 ¡(t ),Ar /2 U~(t))
~ IAr/2 f(t~2 + IAr/2 u~(tf
Integrando de O a t
IAr/2 U~(t~2 +M(jAa um(t~2)~ t ¡Ar/2 f(t~+ t IAr/2 u~(t~
+ IAr/2 Ulml
2
+M(IAa uoml2}IAa uoml
2
s c.
Por el lema de Gronwall y las convergencias (16), (17) obtenemos que:
(Um) está acotada en LOO (o, To; D (Aa) (18)
.
,
ESTIMATIVA 2. Haciendo v=2A2a u~(t), en el problema aproximado, obtenemos:
:'~A& U~ (t12 +M(IAa Um(tn A(2a+Plum(t)12 i2a+plum (tj }2(Aa ¡(t),A'. ~(t))+
-M'(IAaum(t~2)(Aaum(t),AaU~(t)~A(2.B+.B)j2um(t~2 ~iA& f(t~2 +IA&u~(t)2 +
clA& u~ (t~IA(2.B+.B)¡2um (tf .
Integrando de O a t, teniendo en cuenta las convergencias (16), (17) Y la estimativa
(18), obtenemos una desigualdad de la forma:
p(t)$, e + e J~ p(s)ds + e J~ p 2 (s)ds .
27
Luego, existe To >0, tal que:
p(t)~ e
Por tanto:
(19)
(u ~) está acotada en Loo (o,r; D(Aa )) (20)
Con las estimativas obtenidas y procediendo como por ejemplo en la referencia [11],
se deduce que existe una función u que verifica las condiciones del teorema 2.
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